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RESUMEN

Todo grupo finito G actia como grupo de automorfismos de diversas superficies de Klein con borde. Al menor de
los géneros algebraicos de estas superficies se le llama género real p(G) del grupo G. Se sabe que todos los enteros
positivos impares son género real de algtn grupo. Sin embargo, no todos los pares lo son. En el articulo Groups of
even real genus, Coy L. May recopilé una serie de familias de grupos, a partir de las cuales obtiene sucesiones
aritméticas de géneros reales pares con las que se cubre gran parte del conjunto de los nimeros pares. En este
trabajo se estudian las familias de grupos mencionadas en el articulo de May, se determinan los valores obtenidos
a partir de estas familias, es decir, aquellos nimeros pares que se sabe que son género real de algin grupo, y se
estudian los valores que no han aparecido. Ademas, se obtiene un valor nuevo, perteneciente al espectro del género
real, que May no contempld en su articulo.

PALABRAS CLAVE: Género real, superficies de Klein, grupos de automorfismos, grupos NEC.
ABSTRACT

Every finite group G acts as an automorphism group of several bordered Klein surfaces. The minimal genus of these
surfaces is called the real genus p(G) of the group G. It is known that all odd positive integers are the real genus of
some group. However, not all even integers are. In the paper Groups of even real genus, Coy L. May compiled a series
of families of groups, from which he obtained arithmetic sequences of even numbers which are real genus of some
group, covering a large part of the even numbers. In this work we study the families of groups mentioned in May's
paper, we determine the values obtained from these families, those that are the real genus of some group, and we
study the values that have not appeared. Additionally, we discover a new value, belonging to the real genus
spectrum, which May did not consider in his paper.

KEYWORDS: Real genus, Klein surfaces, automorphism groups, NEC groups.

El presente articulo corresponde al Trabajo de Fin de Grado de su autora, defendido en la
Universidad Complutense, y dirigido por el académico que suscribe. El trabajo se dedica a
estudiar el género real de los grupos finitos, que es un parametro relacionado con la accién
de los grupos sobre superficies. En él se obtienen tres resultados relevantes para el ulterior
estudio de este parametro. Se obtienen explicitamente los 328 nimeros menores que
10.000 de los que no se sabia si son género real de algin grupo, se prueba que uno de ellos
silo es, y se sefialan cinco niimeros concretos que conviene estudiar porque pueden arrojar

luz sobre este y otro parametro.

José Javier Etayo

Académico de Numero de la Seccidn de Ciencias Experimentales
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1. INTRODUCCION

El concepto de superficie de Klein extiende el concepto clasico de superficie de Riemann.
Las superficies de Klein pueden tener borde y pueden ser orientables o no orientables. Una

superficie de Klein sin borde y orientable es una superficie de Riemann.

Sea S una superficie de Klein con género topolégico gy k& componentes en el borde, se le

llama género algebraicode S ala expresidn:
p=ng +k-1

donde n vale 2 si la superficie es orientable y 1 en caso contrario.

Se denomina grupo Cristalogrdfico No Euclideo (grupo NEC) a todo subgrupo discreto I" del
grupo de isometrias del plano hiperboélico D, con espacio cociente D/I' compacto. Los
grupos NEC tienen un papel muy importante porque tanto las superficies de Klein como sus

grupos de automorfismos se caracterizan a través de los grupos NEC.

Sea S una superficie de Klein de género algebraicop = 2, género topolégico gy k
componentes en el borde. Entonces, existe un grupo NEC I, llamado grupo de superficie, tal

que Sy D/T son isomorfas.

Un grupo finito G es un grupo de automorfismos de la superficie S si y solo si existe otro

grupo NEC A tal que T es un subgrupo normal de A y existe un epimorfismo 8: A — G cuyo
nucleo sea ker(f) =Ty tal que G = % Esta caracterizacion pone de relieve la importancia

de los subgrupos normales de los grupos NEC.

Todo grupo finito G puede actuar como grupo de automorfismos de distintas superficies de
Klein. Esto plantea el problema de determinar cual es el minimo género algebraico de las
superficies sobre las que cada grupo particular G puede actuar. Si consideramos las
superficies de Klein con borde, orientables o no, el minimo género algebraico de estas

superficies sobre las que G actda se llama género realde G y se denota por p(G).

Este parametro ha recibido mucha atencién en estas tres ultimas décadas y su estudio
constituye un activo campo de investigacion. Existen numerosos trabajos en los que se
estudia el género real para diferentes familias de grupos, habiéndose obtenido ya muchos

resultados, pero quedan todavia bastantes problemas por resolver.

En este trabajo se aborda el problema de determinar qué valores enteros positivos son el
género real de algin grupo, es decir, para qué valores de p existe algiin grupo con género

real p. Se sabe que todos los nimeros impares son género real de algiin grupo, por lo que el
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problema se reduce a los nimeros pares. A continuacién se presentan los resultados que se

conocen hasta el momento respecto a este problema.

El estudio sistematico del género real fue iniciado por Coy L. May. Se sabe que no existen
grupos con género real 2, 12, § 24. Los siguientes valores de p para los que todavia no se
han obtenido grupos con género real p, son 72,84, 108,132, 168y 192. Obsérvese que todos
ellos son multiplos de 12 tales que p - 1 es primo. Se cree que los valores de p para los que
no existe un grupo con género real p son de la forma 1 + p siendo p un primo. Ademas, May
comprobd con rutinas programadas en MAGMA, a partir de férmulas conocidas que
proporcionan valores pares de p que son género real de algin grupo, que hasta 10° la

mayoria de los nimeros no cubiertos eran multiplos de 12.

Con los estudios realizados por May se cubren 403.337 de las clases de congruencia médulo
480.480, esto es, mas de 5/6 del total de los enteros positivos son el género real de algin
grupo. El objetivo de este trabajo es comprobar dichas afirmaciones de May, explicitar
cudles son los nimeros que quedan hasta 10.000, y estudiar en particular los valores de p
multiplos de 12, tales que p - 1 sea primo, que parecen ser los mejores candidatos a no ser
género real de ningln grupo. Ademas, analizamos la lista de los nimeros que quedan para

proponer lineas de estudio futuras.
A continuacion, se describen los diferentes capitulos de este trabajo.

En el segundo capitulo se detallan todos los preliminares necesarios para el calculo del
género real de un grupo finito G. Se explican los conceptos de grupo NEC y superficies de
Klein, se caracterizan las superficies de Klein y sus grupos de automorfismos mediante

grupos NEC y se describen los subgrupos normales de un grupo NEC.

En el tercer capitulo se aborda el problema de determinar para qué valores de p existe algin
grupo con género real p. Se enumeran los grupos con género real impar entre 1y 7 y se
presentan cuatro familias de grupos conocidas con género real impar, cada una de las cuales
proporciona todos los niimeros impares restantes del espectro del género real. Ademas, se
introducen las familias de grupos conocidas con género real par, junto con las sucesiones

aritméticas de géneros reales que se obtienen a partir de ellas.

Finalmente, en el cuarto capitulo se muestran los valores obtenidos con estas sucesiones, se
estudian los valores que no han aparecido y se comparan los resultados obtenidos en este
trabajo con los obtenidos por May en su articulo. Ademas, se proponen posibles lineas de

estudio futuras.
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2. PRELIMINARES

En este capitulo se presentan las definiciones béasicas y resultados generales en los que se

apoya el desarrollo de los capitulos posteriores.

En la primera seccidn se introduce el plano hiperbdlico D a través de los dos modelos de
Poincaré (el modelo del semiplano superior H? y el modelo del disco A) y se clasifican las

isometrias de dicho espacio.

La segunda seccidn tiene por objeto presentar los grupos Cristalograficos No Euclideos,
grupos NEC, como subgrupos discretos del grupo G de isometrias del plano hiperbélico D.
Se describe su estructura algebraica (generadores y relaciones que cumplen éstos), asi
como la region fundamental de Wilkie asociada a la actuacion de un grupo NEC en D, y se

introducen los conceptos de signatura y area de un grupo NEC.

En la tercera seccion se definen las superficies de Klein y se caracterizan, junto con sus

grupos de automorfismos, a través de los grupos NEC.

Finalmente, en la cuarta seccién, se aborda el problema de calcular el género real de un

grupo y se describe el procedimiento para realizar dicho calculo.
2.1. El Plano Hiperbélico

El plano hiperbdlico, D, es el espacio sobre el que se desarrollara el trabajo que se presenta
en esta memoria. Por ello, se comienza dando una breve descripcion de los dos modelos de
Poincaré del plano hiperbélico: el modelo del semiplano superior H2 y el modelo del disco A.

Para un estudio completo de la geometria de este espacio véase [4].

Sea H? el semiplano superior complejo

H?={z€C:Imz > 0}.

Para considerar a H2 como modelo del plano hiperbdlico, se define en él la diferencial

invariante
|dz|

ds = —,
Imz

y la Jongitud de un camino y: [a, b] - H? como:

Iy ©|
IIyII=L myo 4

866 | Maria Pires Choupina




Anales de la Real Academia de Doctores de Espaiia. Volumen 9, niimero 4 - 2024, paginas 863-898
Pires Choupina, M. - Los grupos de género real par

La distancia entre dos puntos z,w € H? viene dada por:

p(z,w) =infll y I,

donde y recorre todos los caminos que unen zy w en H2. Estonces, p dota a H? de

estructura de espacio métrico.
Podemos obtener una expresion explicita para p(z, w):

|z—=w|+ |z —w|
=
p(z,w) S p——

—lz—-w|

El drea hiperbdlica de un subconjunto medible Lebesgue E c H? queda determinada por:

dxdy
5= [ S5
E Y

Llamaremos circunferencia del infinito, al eje real ampliado: R U {co}. Las geodésicas o h-

rectasde (H?, p) son la interseccion de H 2 con circunferencias euclideas con centro en R U

{0}, 0 con rectas ortogonales a la circunferencia del infinito.

Dos A-rectas se dicen disjuntas si no tienen puntos en comun, paralelas si tienen en comun

un punto del eje real y secantes si tienen en comun un punto de H?.
Un desarrollo paralelo se tiene para el modelo del disco unidad
A={z€eC:|z| <1},

con la métrica § derivada de la diferencial

2|dz|
1-|z|¥

ds =

5(2, W) _ lOg |1—zw|+|z—w|

[1—zw|—|z—w/|’

|E| = -U | |2 dxdy.

En este modelo las geodésicas o A-rectas son didmetros o arcos de circunferencia

ortogonales a la circunferencia del infinito: {z € C: |z| = 1}.

Podemos pasar de un modelo a otro mediante la transformacién

V:H? - A

z—i
Z — —,
z+10
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Cada uno de estos modelos presenta ventajas particulares. En concreto, se usa el modelo del
disco A, cuando se quiere ilustrar procesos geométricos mediante poligonos hiperbdlicos.
El modelo del semiplano superior H? es el mas apropiado para hacer célculos con matrices

que representan isometrias.

En el plano complejo ampliado C = C U {0}, se considera el grupo G formado por las

siguientes transformaciones:

az + b
() z ﬁm,a,b,c,d eER,ad — bc = 1

b
cz +d

,a,b,c,d € R,ad — bc = —1
Se tiene que G es el grupo de todas las isometrias de (H?, p).

Las transformaciones del tipo (i) conservan la orientacion y se clasifican en:

- Hiperbdlicas: Si |a + d| > 2. Tienen dos puntos fijos en R U {co}.
- Elipticas: Si |a + d| < 2. Tienen un punto fijo en H2.

- Parabdlicas: Si |a + d| = 2. Tienen un punto fijo en R U {co}.
Las transformaciones del tipo (ii) invierten la orientacién y se clasifican en:

- Reflexiones: Si |a + d| = 0. Tienen una A-recta de puntos fijos que se llama eje de la
transformacion.

- Reflexiones sesgadas: Si |a + d| # 0. Tienen dos puntos fijos en R U {c0}.

Sea GL(2,R) el grupo de las matrices reales 2 X 2 no singulares. La aplicacion

az+>b az+b
GL(2,R) — M = {—,ad—bc >O}U{_—,ad—bc < o}
cz+d cz+d
aZtb  deca > 0
_(a b cz+d stae
A= <c d) = faZ 2 ez 4h
— sidetA < 0
cz+d

es un epimorfismo de grupos. El nticleo de esta aplicacién es el conjunto de matrices

(2 Yaenizg

que designamos por K = {AI: 1 € R, A # 0}. Entonces, podemos identificar a M con el cociente
PGL(2,R) = GL(2,R)/K

denominado grupo general lineal proyectivo.
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SeaSL(2,R) el grupo de las matrices reales 2 X 2 cuyo determinante esiguala 1y SL(2, R)*

el conjunto de las matrices reales 2 X 2 cuyo determinante es igual a -1. La aplicaciéon

SL(2,R) U SL(2,R)" — @G

az+b .
4 =(a b) bz p—" sidetd =1
c d & WD GidetA = —1
cz+d

es un epimorfismo de grupos. El nicleo de esta aplicacién es también el conjunto de
matrices K = {AI: 1 € R, 2 # 0}. Entonces, podemos identificar a G con el cociente

(SL(2,R) U SL(2,R)*)/K.

Definicion 1 Un subgrupo I' de G se dice discreto si es discreto como subespacio topoldgico

del grupo de todas las isometrias de (H?, p).
2.2. Grupos cristalograficos no Euclideos: Grupos NEC

Definicion 2 Se denomina grupo cristalografico no Euclideo (grupo NEC) a todo subgrupo

discreto I del grupo de isometrias del plano hiperbdlico D, con espacio cociente D /T’ compacto.

Definicion 3 Se llama I'-érbita de un elemento z € D al conjunto I, = {y(z):y € T'}.

Definicion 4 Se llama estabilizador de z al conjunto G, = {y € I":y(z) = z}.

Definicion 5 Un grupo G de automorfismos de un espacio topolégico X actia

discontinuamente en X, si para todo x € X existe un entorno U tal que el conjunto
{geG:glU)nU # @}

es finito. Si ademas, se cumple que para todos x,y € X tales que I, NI, = @, existen

entornos U yV dex ey respectivamente, tales que g (U)NV = @ para todo g €G,

entonces se dice que G actia propia y discontinuamente en X.
Teorema 1 [5] Todo grupo NEC I actiia propia y discontinuamente en D.
Definicion 6 Sea I un grupo NEC. Una regién fundamental de I es un conjunto cerrado F C

D que satisface las siguientes propiedades:

(i) F contiene al menos un elemento de cada I'-6rbita.
(ii) F contiene a lo mas un elemento de cada I-6rbita.

(iii) El area hiperbdlica de F — F es cero.

Para todo grupo NEC se puede construir una regién fundamental. En efecto, del caracter

discreto de T, se tiene que existe un punto p € D con estabilizador trivial enT. Esto es, existe
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p € D tal que y(p) # p para todo y € I distinto de la identidad. A partir de este punto
construimos la siguiente regiéon fundamental, denominada region de Dirichletde T centrada
en el punto p:

F,={z €D:d(zp) < d(y(2),p) paratodoy €T}.

Definicion 7 Toda region fundamental que cumpla las siguientes propiedades se denomina

region fundamental regular:

(i) F, esun poligono convexo y acotado homeomorfo a un disco cerrado.
ii) La frontera de E, es una curva poligonal de Jordan. Esto es, una unién finita de
P polig

segmentos hiperbdlicos.

(iii) Existe un nimero finito de puntos en F, — ﬁ'p (los vértices) que dividen a la frontera de

F, enarcos de Jordan (las aristas).
Proposicion 1 [21] Toda region de Dirichlet es una region fundamental regular.

Sea F una region fundamental regular. El conjunto {gF : g € I'} es una teselacion del plano

hiperbélico D. Las imagenes de F por los elementos de I se llaman caras.

Mediante un proceso de cortado y pegado Wilkie [21] llegd a encontrar una regién
fundamental, que denotaremos por Ry, para un grupo NEC I' que es un poligono con un

numero finito de lados y cuyo perimetro es de la siguiente forma:

™ &é ---frf#fﬂﬁ,o ---)/1,s15{ = €kVk,0 ---Yk,skfllca’lﬁla’iﬂ{ ---agﬁg%’;ﬁé

() &1&4 ---frf#fﬂ/l,o ---V1,s151 = €kVk,0 ---Vk,sksllc515f 5g5g*

segun que D/T sea orientable o no, respectivamente. Llamaremos a Ry, region fundamental
de Wilkie o poligono de Wilkie.

En estas expresiones denotamos por €', siendo e una etiqueta de una arista, a la arista g(e)
si g es una transformacion que conserva la orientacion, o bien, denotamos por e* a la arista
g(e) si g invierte la orientacion. Los lados (e, e") y (e, e*) se dice que son congruentes o que
estan emparejados. Si se escriben las etiquetas de los lados de F en sentido contrario a las
agujas del reloj, se obtiene el simbolo de superficie de T', que determina la presentaciéon de

I" asf como la estructura topolégica de D /T.

Los angulos en el poligono Ry, son:

ey =, =1
irSi _mi,l_ yor 1y
7T .
(VijpVije1) = b=,k =0, =1,
Nij+1

(i,710) + (yilsi,s{) =m,i=1,..,k
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y el resto de dngulos suma 2.

Las transformaciones que aplican un lado en su correspondiente forman un sistema de

generadores del grupo NECT.

Generadores:

x,i=1,..,r (elementos elipticos)

e, i=1,..k (elementos hiperbdlicos
salvoelcasog =0,k =1,r=1)

cj 1=1, .ok, j=0,..,5; (reflexiones)

a;, b;, i=1,..,genelcaso (*) (hiperbdlicos)

d;, i = 1,..,g enelcaso (x*) (reflexiones sesgadas)

x (&) =& paratodoi =1,..,r

ei(g) =¢f paratodoi=1,..,k
salvoelcasog=0,k=1,r=1

ci,j(yl-,j) =i paratodoi=1,..,k, j=0,..,s;

a;(a;) = a;, b;(B;) = B/ enelcaso (*) paratodoi= 1,...,g
d;(6;) = &; enel caso (**) paratodoi= 1,..,g

Estos generadores cumplen las siguientes relaciones:

2 _ .2 Mij _ 1 i = P .
Ci,j—l = Ci,j = (ci'j_lci,j) = 1, L= 1, ...,k, ] = 1, ey S5
-1 -1 i= .
e CigeiCis, =1, 1=1,..,k;
X1 . Xr€q ..paibiar bt . agbgaz byt = 1, en el caso (*);

Xp e Xyl . €2 ...dg = 1,en el caso (*x)

donde m;, m; ; son enteros positivos que corresponden al numero de caras que inciden en

los vértices donde se intersecan los lados (§;,§;) y (yi,j_l, yi,j) respectivamente.

Desde ahora, siempre que utilicemos los simbolos a;, b;, ¢; j, d;, e;, x;, haran referencia a los

generadores citados anteriormente, que se denominan generadores canonicos.

A partir de la region fundamental de Wilkie, Macbeath introdujo el concepto de signatura
de un grupo NEC [10]. La signatura, como veremos a continuacién, es un simbolo que

determina completamente la estructura algebraica del grupo.

Definicion 8 Una signatura NEC es una coleccidn formada por:
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(i) un entero g = 0,

(ii) un signo + 6 -,

(iii) un conjunto ordenado de numeros enteros my, ..., m,m; 2 2,r 2 0, llamados periodos
propios,

(iv) una familia ordenada de conjuntos ordenados de enteros
{C; = (n1,1' ---'n1,s1): v, Cp = (nk,l, ...,nklsk)},k =20,n; =25 20,

llamados ciclo-periodos. Los niimeros n; ; se denominan link periodos o simplemente

periodos.

Una signatura se denota con el simbolo (g; +; [my4, ..., m,.]; {Cy, ..., Cx}) 0 mas explicitamente

(g; +; [my, ...,m,]; {(nm, ...,nl_sl), . (nk_l, ---'”k,sk)})-
Cuando la signatura no tenga periodos propios se escribird [ - ], cuando no haya ciclo-

periodos se designara por {-}, y los ciclo-periodos vacios (s; = 0) se especificaran con el

simbolo (-). Ademas, una secuencia de periodos de la formam, L., m, se denotara por m'.

Un grupo NEC cuya regién fundamental es del tipo (*) tiene por signatura:
(g; +; [myq, .., m,.]; {(n1,1' e n1,s1): ) (nk,l' e nk,sk)})'
y si la region fundamental es del tipo (**) la signatura es:
(gi = [my, ..., mp]; {(nl,l' e n1,s1); e (nk,l' e nk,sk)})-

En ambos casos, la signatura, asi como la regién, determinan la presentacién del grupo en

términos de generadores y relaciones anteriormente expuestos.

Proposicion 2 [10, 21] Sean T'y I’ grupos NEC con signaturas

o= (g; +;[my, ..., m,]; {(nl_l, ...,nl‘sl), . (nk,l' ...,nk_sk)})

r_ I, 1 r. l ’ / ’
o' = (g s+ [ml, ...,mr,], {(”1,1» ""nl,s{)' . (nkfll, ...,nk,’S;(,)}).
Entonces Iy I'’ son isomorfos como grupos abstractos, si y solamente si:

(i) tienen el mismo signo,
(iDg=g' ., r=r"k=k'ys; =s{parai = 1,..,k,
(iii) [m4, ..., m,.] es una permutacion de [m’l, ,m;,],

(iv) si el signo es “+”, entonces existe una permutacion pde {1, ..., k} tal que para cada
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1 <i <k
(1) O bien C; es una permutacién ciclica de Cp ;).

(2) O bien C; es una permutacion ciclica del inverso de C, ;).

«wn

(v) si el signo es “-”, entonces existe una permutacion p de {1, ..., k} tal que todo C; es una

permutacion ciclica de Cp;), 0 todo C; es una permutacion ciclica del inverso de C,;).

Definicion 9 Se denomina grupo NEC de superficie a aquél cuya signatura es

(g: £ [=1{("):

Ademas, cuando g = 0, diremos que es un grupo de superficie planar, y cuando k> 0 lo

llamaremos grupo de superficie con borde.

Introducimos a continuacién el concepto de area de un grupo NEC, el cual depende

Unicamente de su signatura (véase [20]).

Definicion 10 Dado un grupo NEC I se llama area deT, y se denota por ||, al area de

cualquiera de sus regiones fundamentales.
Mediante el teorema de Gauss-Bonnet, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2 [20] Sea I’ un grupo NEC con signatura

(g 5 [ma, sy s {(n, 000 05)s s (i e T ),

(1-5)

donden = 26 1 si el signo de la signatura es + 6 - respectivamente.

entonces

Si

k
1
IT| =2n<ng + k — 2+Z<1__>+EZ

i=1 i=1j=1

De esto se deduce que es condicién necesaria para que una signatura determine un grupo
NEC que el area sea estrictamente positiva. En [22] se demostr6 que la condicion es también

suficiente:

Teorema 3 [22] Dada una signatura g, existe un grupo NEC I' con dicha signatura, si y sélo
si|T] > 0.

Teorema 4 Sea I' un subgrupo de un grupo NECI'’. Entonces, I' es un grupo NEC si y sélo si

el indice [I'': T] es finito.
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Ademas, se tiene que si I' es un subgrupo de un grupo NEC I'" de indice N, entonces la

relacién entre sus areas es, segin la formula de Riemann-Hurwitz:

|
[T":T] = —;
T|
Escrito de otra forma,
T =N -[I'|

2.3. Superficies de Klein

Se introduce en esta seccién el concepto abstracto de superficie de Klein, asi como la

caracterizacion de tales superficies mediante grupos NEC.

Llamaremos superficie a un espacio topolégico S conexo y Hausdorff junto con una familia
A ={U;,¢;):i €1},tal que {U;: i € I} es un recubrimiento abierto de S y cada aplicacién
¢;:U; = ¢;(U;) es un homeomorfismo sobre un conjunto abierto del plano complejo C o del
semiplano complejo cerrado C+. La familia A es un atlas topoldgicoen S y sus elementos se

denominan cartas. Se llaman funciones de transicion a los homeomorfismos
-1,
¢id; "0 (Ui N U;) > ¢:(Ui N ;).

La orientabilidad de S se define como si se tratase de una 2-variedad real, previa

identificacion de C con R2. El bordede S es el conjunto
0S ={x € S : existei € I tal que x € U;, ¢;(x) € Ry ¢;(U;) c C*}.

El atlas topolégico A es dianalitico si las funciones de transicion son dianaliticas. Esto es, si

dado U; N U; # @, qbl-d)j_l es analitica 6 ¢>i¢j_1 es analitica.

Dos atlas A y B son equivalentes si A U B es dianalitico. Una estructura dianalitica en S es

una clase de equivalencia de atlas dianaliticos en S.

Definicion 11 [1] Una superficie de Klein es una superficie S dotada de una estructura

dianalitica.

El concepto de superficie de Klein extiende el clasico de superficie de Riemann. Una
superficie sin borde en la que las funciones de transicién ¢i¢j_1 son analiticas, es una

superficie de Riemann. Es decir, una superficie de Klein orientable y sin borde.

Ejemplos: El semiplano superior complejo H2 = {z € C : Im z > 0} y el disco unidad abierto
A = {z € C:|z| < 1} tienen estructuras de superficie de Klein (ambas sin borde), inducidas
por los atlas triviales {U; = H%,¢p; = 1y} en H2 y {U; = A, ¢p; = 15} enA.
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Definicion 12 La funcién de plegado es la aplicacion continua y abierta

®:C-> CH:x+iy » x + iyl

Definicion 13 Dadas dos superficies de KleinS; y S, un morfismo entre ellas es una

aplicacion continua f: S; = S,, tal que

)  f(9S51) =05,y
(ii) paracadax € S, existencartas (U,¢) y(V,p)enx € S; y f(x) € S, respectivamente,
conx € U, f(U) cV y existe una funcidn analitica F: ¢(U) — C, tal que el siguiente

diagrama conmuta:

f
u — VTV

oL Ly
dW) 5 €D p(v)

Observacion: Si S, no tiene borde, entonces por la condicién (i) tampoco lo tiene S;. En
particular, si f es un morfismo entre superficies de Riemann que preserva la orientacion,
entonces se puede prescindir de @ en el diagrama anterior. Se obtiene asi la definicién

clasica de morfismo entre superficies de Riemann.

Definicion 14 Un automorfismo f de una superficie de Klein S es un morfismo f:S = S

entre las estructuras dianaliticas que ademas es homeomorfismo.

El conjunto Aut(S) de todos los automorfismos de una superficie de Klein S tiene

estructura de grupo.

Teorema 5 [1] Sea G un grupo de automorfismos de una superficie de Klein $, que actia en
ella propia y discontinuamente. Entonces, S’ = S/G admite una udnica estructura de

superficie de Klein tal que la proyecciéon 7: § = S’ es un morfismo.

Los siguientes resultados permiten caracterizar las superficies de Klein y sus grupos de

automorfismos mediante los grupos NEC:

Teorema 6 [1] Dado un grupo NECT, el espacio cociente D /T tiene una estructura dianalitica

tal que la proyecciéon m: D = D/T es un morfismo de superficies de Klein.

Sea (X,0) una superficie de Riemann simétrica, donde X es una superficie de Riemann
compactay 0:X — X una involucién antianalitica. El espacio cociente X/(g) tiene una
Unica estructura de superficie de Klein tal que la proyeccién m: X — X /(o) es un morfismo.
Por otro lado, dada una superficie de Klein S de género topolégico g y con k componentes

en el borde, existe una Unica superficie de Riemann simétrica (X, o) llamada cubierta doble
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de S satisfaciendo que X /(o) es isomorfa a S. El género topoldgico de (X, o) recibe el nombre

de género algebraico de S (véase [11]) y tiene la siguiente expresion

p=ng +k—-1
donde 7 vale 2 si la superficie es orientable y 1 en caso contrario.

La existencia de (X, o) es un hecho fundamental en el estudio de las superficies de Klein
pues permite obtener propiedades de éstas a partir de la teoria clasica de superficies de

Riemann.

Teorema 7 [18, 19] Sea S una superficie de Klein de género algebraicop = 2, género
topolégico g y k componentes en el borde. Entonces, existe un grupo NEC de superficie, T,

con signatura

(g £ =L 5 (),

y signo “4” 6 “-” seglin que la superficie sea orientable o no, tal que S y D/T son isomorfas
como superficies de Klein. Ademas, si m: D — D/T es la proyeccién canoénica, entonces I' =

{f € G:m o f = m}, siendo G el grupo de todas las isometrias de (H?, p).

Observacion: Las Unicas superficies topoldgicas compactas que no satisfacen la condiciéon
p = 2 son: la esfera y el toro (orientables y sin borde), el disco cerrado y el anillo cerrado
(orientables y con borde), el plano proyectivo y la botella de Klein (no orientables y sin

borde), la banda de Mébius (no orientable y con borde).

Teorema 8 [12] Dos superficies de Klein homeomorfas D/ y D/T,, donde [} y ', son

grupos de superficie, son isomorfas siy sélo si [ y I, son grupos conjugados en G.

Teorema 9 [12] Sea I un grupo NEC, entonces el normalizador de I en G, Ng(I'), es un grupo

NEC.

Teorema 10 [12] Un grupo finito G es un grupo de automorfismos de una superficie de Klein
S =D/T siy solo si existe un grupo NEC I'" y un epimorfismo 6 : I'" — G tal que ker(0) =
FyG=T'/T.

Como consecuencia de estos resultados se tiene que el grupo Aut(S) de todos los
automorfismos de una superficie de Klein § = D/I" de género algebraico p = 2 es finito

por la formula de Riemann-Hurwitz. Ademas, Aut(S) = Ng(I)/T.
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2.4. Calculo del género real

Calcular el género real de un grupo finito G consiste en encontrar un minimo para el género

algebraico de las superficies donde actda G como grupo de automorfismos.

Sea S una superficie de Klein de género algebraico p = 2, género topolégico g y k
componentes en el borde. Entonces, como vimos en la seccién anterior, existe un grupo NEC
de superficie T' con signatura (g; +;[=1;{(-), %, (=)}), y signo “+” 6 “-” seglin que la

superficie sea orientable o no, tal que S = D/T.

Recordemos también que un grupo finito G actia como grupo de automorfismos de la

superficie S si existe un grupo NEC A tal que I' < A, siendo I' un grupo NEC de superficie, y

existe un epimorfismo 6 : A = G cuyo nucleo es ker(68) =T tal que G = %

Utilizando la formula de Riemann-Hurwitz, se tiene que
o(G) - [Al = |T| = 2n(ng + k — 2).
[A]

Dividiendo por 27 y llamando area reducida de A a la expresion [A|* = ot obtenemos

o(G)-|AI"=ng+k—-2=p—1,
luego
p=1+0(G)-|Al",

siendo p el género algebraico de la superficie de Klein S.

El problema de encontrar un minimo para el género algebraico de las superficies donde G
actia como grupo de automorfismos es equivalente al problema de encontrar un minimo
para el area (reducida) de un grupo NEC A que admite grupos de superficie con borde como

subgrupos normales y para el que se puede construir el epimorfismo anterior 8 : A = G.

Para determinar la existencia del grupo NEC A el cual ha de poseer un subgrupo de

superficie con borde, necesitaremos el siguiente resultado demostrado en [6].

Lema 1 Un grupo NEC A admite un subgrupo de superficie con borde si y sélo si en la
signatura de A aparece un ciclo-periodo vacio o un ciclo-periodo con dos link-periodos

consecutivos iguales a 2.

El procedimiento para calcular el género real de un grupo finito G se puede desglosar en dos
pasos. El primero consiste en encontrar un grupo NEC A, con cierta signatura que admita
un grupo de superficie como subgrupo normal, y construir el epimorfismo 6 : A; = G
definiendo las imagenes mediante 8 de los generadores de A, de forma que se satisfaga

que ker(8) = T'. Asi habremos obtenido una cota superior para el género real:
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p(G) <p=1+0(G) - [A,l"

El segundo paso serda demostrar que no existe un grupo NEC A con area reducida menor que

la de la cota anterior de forma que se pueda construir un epimorfismo 8 : A = G.

Obsérvese que hay una cota inferior para el género real de un grupo G en términos de su
orden. La minima area reducida para un grupo NEC que contiene un grupo NEC de superficie
con borde como subgrupo normal es 1/12, correspondiendo a un grupo NEC con
signatura (0; +; [—]; {(2,2,2,3)}). En ese caso, p(G) = 1 + |G|/12. Los grupos que alcanzan
esta cota se denominan M* — grupos, a estos grupos se les llama grupos de automorfismos

de superficies de Klein con simetria maxima.

3. GENERO REAL DE GRUPOS FINITOS

En este capitulo abordamos el problema de determinar qué valores enteros positivos son el
género real de algtin grupo, es decir, para qué valores de p existe algin grupo con género
real p. Se sabe que todos los nimeros impares son género real de algin grupo, por lo que el
problema se reduce a los niumeros pares. El trabajo fundamental en el que se basa este
estudio es el articulo de C. L. May, Groups of even real genus [16]. En dicho articulo, el autor
presenta una serie de familias que proporcionan sucesiones aritméticas de géneros reales
pares, obteniéndose asi muchos enteros positivos del conjunto de los nimeros pares,
aunque no todos. El objetivo de este trabajo es determinar qué ndmeros hasta 10000 se

obtienen con estas sucesiones y estudiar los que faltan.

En la primera seccién de este capitulo se enumeran los grupos con género real impar entre
1y 7 y se presentan cuatro familias de grupos conocidas con género real impar, cada una de

las cuales proporciona todos los nimeros impares restantes del espectro del género real.

En la segunda seccion se introducen las familias de grupos con género real par dadas por
May en [16], junto con las sucesiones aritméticas de géneros reales que se obtienen a partir

de ellas.

Finalmente, en el siguiente capitulo se muestran los valores obtenidos con estas sucesiones,
se estudian los valores que no han aparecido y se comparan los resultados obtenidos en este
trabajo con los obtenidos por May en su articulo.

Para cada una de las familias de grupos presentadas en este capitulo se da la presentacion del
grupo junto con sus generadores, el grupo NEC A que acttia en cada caso y el epimorfismo
0: A — G correspondiente. No se prueba que el area de A es minima porque se puede hacer

sin dificultad (en la mayoria de casos es trivial al ser los elementos de menor orden).
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3.1. Grupos con género real impar

Sabemos que para cada entero positivo impar p existe al menos un grupo cuyo género real

es dicho nimero [13, Teorema 9].

Los grupos con género real 1 son C, X C,, conn = 4 pary C, X D,, con n par [13, Teorema
4]. Solo hay dos grupos con género real 3: el grupo simétrico S, y el grupo alternado 4, [13,
14]. Hay diez grupos con género real 5:C, X S,, L}, Gz5,Cy X Ay, Cy X Cy X Cy X Cy,
L4, (4412,2),(2,2,2),, Q [14, Teorema 11] y el grupo cuasiabeliano QA, [15], donde los
grupos L y Gs, son dos grupos de orden 32y L, es el grupo semidiedral de orden 16. Hay
tres grupos con géneroreal 7: C3 X D, [8],C4, X D3y D3 X D,[9].Paraelrestodeimpares,

se tiene que cadavalorp = 1 + 2nesel género real de:

DC, paran >3 [13]
C; X D, para n =5 [8]
C, X Ds paran =5 [7,8]
D; X D, paran =5 [8]

3.1.1.DC,

Sea DC,, el grupo diciclico de orden 4n con presentacién:
(X,Y|X?"=1,X"=Y2Y Xy = X1

Se tiene que Y tiene orden 4 ya que Y* = X2" = 1 y XY también tiene orden 4 ya que XY =
YX 1= (XY)?2 = (XY)(YX™1) = Xy2x 1 = xx"Xx~1 = X" = (XY)* = X?" = 1. Luego XY

e Y son generadores del grupo.

Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [4,4],{(—)}) y 6: A - DC,, definida por:

0(x;) = XY,

0(x2) =Y,

f(ey) = (XY*)71,
9(01_0) =1.

Entonces 6 es un epimorfismo de A en DC,,, I' = ker(6) es un grupo NEC de superficie y el

. . 1
areareducidade Aes |A|* = b De esta forma obtenemos

p(DC) =1+ o(DCHIAI" =1+ 4n§ =1+2n
3.1.2.C3 X D,

Sea (3 el grupo ciclico de orden 3 y D, el grupo diedral de orden 2n. Denotamos al

generador de C3 por X y a los generadores de D,, por Ay B, satisfaciendo las relaciones:

Los grupos de género real par | 879




Anales de la Real Academia de Doctores de Espaiia. Volumen 9, niimero 4 - 2024, paginas 863-898
Pires Choupina, M. - Los grupos de género real par

X3=1,A>=B*=AB)"=1.

Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [2,6], {(—)}) y 8: A = C5 X D,, definida por:

0(x1) = A,

8(x;) = XB,

8(e;) = X 'BA,
8(c10) =1

Entonces 8((x,)3) = By 8((x,)*) = X. Luego 6 es un epimorfismo, I' = ker(8) es un grupo

NEC de superficie y el area reducida de A es |A]* = g Por lo tanto, se obtiene

1
p(C3xDy)=1+0(C3xDy)|Al"=1+ 6n§ =1+ 2n.
3.1.3.C,, X D5
De nuevo, como en el caso anterior, tenemos los generadores X de C,,y Ay B de D5, en este
caso satisfaciendo las siguientes relaciones:
X"=1,A>=B?=(4B)} =1.
Distinguimos ahora dos casos en funcion de si n es par o impar.

Caso 1 Sines par, podemos escribir el grupo C,, X D3 como C,,,, X D;conm > 3yaquen =

2m > 6. Distinguimos, nuevamente, dos casos en funcién de si m es par o impar.
Caso 1.1. Si m es par, se cumplen las siguientes relaciones:
X™=1,A>=B?=(4B)% = 1.

Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [—], {(3), (—)}) y 6: A = C,,, X D5 definida por:

0(e;) = XA,
6(e;) = X714,
0(cy0) = ABA,
0(c11) = B,
0(cz0) = 1.

Entonces 6 ((cllocl,l)zcl,l) =Ay#0 (el (cl,ocl,l)zcl,l) = X. Luego 8 es un epimorfismo, I' =
ker(6) es un grupo NEC de superficie y el area reducida de A es |A|* = § Por lo tanto, se

obtiene

1
Pp(Com XD3) =1+ 0(Copy XD3)|AI" =1+ 12m§ =14+4m=1+2n

Caso 1.2. Si m es impar se tiene que C,,, X D3 = C,, X Dg y se cumplen las siguientes

relaciones:
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X™=1,A4%2 = B2 = (AB)® = 1.

Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [—], {(3), (—)}) y 6: A = C,,, X D¢ definida por:

0(e,) = XBA,
0(c10) = B,
0(c11) = ABA,

6(ey) = ABX™L,
0(cz0) = 1.

Dado que 9(€1C1,1) = XBAABA = XA, se tiene 9((elc1,1)m) =Ayb0 ((elcl’l)mﬂ) = X.
Luego 6 es un epimorfismo, I' = ker(6) es un grupo NEC de superficie y el area reducida de

Aes|Al* = § Por tanto, se obtiene
1
p(C X Dg) =14+ 0(Cpry X De)|AI" =1+ 12m§ =14+4m=1+2n
Caso 2 Si n es impar, sea A un grupo NEC con signatura (0,+,[—],{(3),(-)}) y 6: 4 -

C,, X D5 definida por:
6(e;) = X(AB)?,

0(e;) = X 14B,
0(c10) =4,
0(c11) =B,
0(cy0) = 1.

Entonces 9(€1C1,0C1,1) = X(AB)3 = X. Luego 6 es un epimorfismo, I' = ker(#) es un grupo

NEC de superficie y el area reducida de A es|A|* = g . Por lo tanto, se obtiene
1
p(ChpXD3)=1+0(C,XD3)|AI" =1+ 6n§ =1+ 2n.
3.1.4.D; X D,,

Sea el grupo D3 x D,, con D3 = (A, B|A?,B?,(AB)3)y D,, = (C,D|C?,D?,(CD)").Se tiene que
(ABD)3® =D yBD(ABD)3 = B, luego los elementos A, BDy C generan todo el grupo.
Tomemos estos elementos, todos ellos de orden 2, como generadores del grupo.

Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [—],{(2,2,6,2)}) y 8: A - D3 X D,, definida por:

0(c10) = C,
0(c1,1) = 1,
0(c1) = BD,
0(c13) = 4
0(c14) = C.
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Tenemos que se satisfacen las relaciones, 8 es un epimorfismo, I' = ker(68) es un grupo NEC

de superficie y el drea reducida de A es |A|* = %. Por lo tanto, se obtiene

1
p(D3 X Dy) =1+0(D3XDy)|Al" =1+ 12n€ =1+ 2n.

3.2. Grupos con género real par

Como se ha visto en la seccion anterior, para cada entero positivo impar p existe un grupo
con género real p, luego el problema de determinar qué valores de p son género real de
alglin grupo queda resuelto para los nimeros impares. En esta secciéon, vamos a ver qué

ocurre con los pares.

A continuacidn, se introducen las familias infinitas de grupos con género real par dadas por
May en [16]. En cada caso, comprobamos el orden de los elementos del grupo y

establecemos explicitamente el epimorfismo 6: A — G, cosa que no se hace en [16].
3.2.1. Grupos abelianos

En [17], McCullough obtuvo el género real de todos los grupos abelianos. En particular,

consideramos la familia C,,, X C,,;, con m entero impar, m = 3y k un entero positivo.

Sea C,;, X Cpi €l producto directo de los grupos ciclicos C,,, y Cji, de 6rdenes m y mk,
respectivamente. Denotamos al generador de C,, por X y al generador de C,,; porY,

satisfaciendo las relaciones:

XM =ymk =1, XY =YX.

Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [m, mk], {(—)}) y 8: A = C,;; X Cpy definida por:

0(x1) = X,
0(xz) =7,
Be) = (XY)7,
9(6‘1'0) == 1.
Entonces 6 es un epimorfismo de A en C,;; X Cp, I = ker(6) es un grupo NEC de superficie

1 1
m mk

aritmética para cadam = 3 entero impar:

yeldreareducidadeAes |A]" =1 — De esta forma, se obtiene la siguiente sucesién

1 1
P X Cmid) = 14 0(Coy X CulAl" = 1+ mke (1= = = —)

=14+m?k—-mk—-m=(m-1(km-1)
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Por ejemplo, param = 3, tenemos p(C3 X C3,) = 6k — 2 y existe un grupo con género real
p paracada p = 4 mod 6. Para cada enteroimpar m > 3, esta familia de grupos cubre todos

los enteros en una clase de congruencia médulo m(m — 1). Se tiene el siguiente resultado:

Proposicidn 3 [16, Proposicion 1] Sea p un entero positivo par. Si existe un entero impar m
tal que
p=(m—1)2modm(m—1)

entonces existe al menos un grupo con género real p.
3.2.2. Productos semidirectos.

A continuacién, May utiliza la nocién de producto semidirecto para construir algunas

familias de grupos de género real par.

-1.C, Xy Gy

Sea p un primo impar, sea 2¥ la menor potencia de 2 tal que p < 2¥ y sean un entero positivo
par primo con p y tal que 2¥ divide an. Sea X el generador del grupo ciclico Cp, Y el
generador del grupo ciclico C,, consideramos el producto semidirecto C, X¢ C, con

presentacidn:
XP=yr=1v Xy =x"1

Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [p,n],{(=)}) y 6: A - C,, X4 C,, definida por:

0(x1) = X,
O(xz) =Y,
8(e;) = (XV)7H,
0(cp) = 1.

Entonces 6 es un epimorfismo de A en C,, X4 Cy, I' = ker(6) es un grupo NEC de superficie

. . 11
y el areareducidade Aes|A|* =1 — e De manera que obtenemos

1 1
p(Cp X Cn)=1+0(Cp X¢Cn)|/1|*= 1+pn<1—5—£>=1+pn—n—p=(p—1)(n—1)

que es, precisamente, la sucesion aritmética para cada primo impar p que proporciona May

para el género real de estas familias de grupos [16, Teorema 2].

De esta forma, para cada primo impar p, se puede construir una familia de grupos con
género real par. Por ejemplo, con p = 3, sea n un entero positivo par primo con 3 y tal que

4 divide a n, se tiene p(C3 X ¢ Cn) = 2(n — 1),y los valores de p cubiertos con esta sucesion
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pueden ser expresados como clases de congruencia médulo 24 = 4 -3 - 2. En particular,

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 11 [16, Corolario 2] Si un entero par p es congruente con 6 6 14 médulo 24,

entonces existe un entero n tal que C3 X4 C, tiene género real p.

- 2.Cp Xg Cy
Ahora, consideramos la familia de grupos dada por el producto semidirecto C,, X4 Cy, pero

esta vez con p primo impar tal que 3 divideap — 1.

Sea p un primo impar tal que 3 divide a p — 1, sea 3 la menor potencia de 3 tal que p < 3%
y sea n un entero positivo primo con p y tal que 3* divide a n. Sea X el generador del grupo
ciclico C,, Y el generador del grupo ciclico C,, consideramos el producto semidirecto

Cp Xg C;, con presentacion:

XP=Y"=1Y1XY = X"
conr® =1modp yr 1 mod p.

Tomando de nuevo el grupo NEC A con signatura (0,+,[p,n],{(-)}) y el mismo

epimorfismo que en el caso anterior, volvemos a obtener la férmula
p(Cp X Cn) =@-Dn-1)

que es, nuevamente, la sucesion aritmética que proporciona May para el género real de estas

familias de grupos [16, Teorema 3].

Asi, para cada primo impar p tal que 3 divide ap — 1, se puede construir una familia de
grupos con género real par. Por ejemplo, con p = 7, sea n un entero positivo primo con 7 y
tal que 9 divide a n, se tiene p(C; Xg C,) = 6(n — 1), y los valores de p cubiertos con esta
sucesion pueden ser expresados como clases de congruencia médulo 378 = 9 -7 - 6. En
particular, p(C; Xg Cy) = 48, unvalor de gran interés dado que es multiplode 12yp — 1 =

47 es primo.

-3. L4y
Finalmente, sea p un primo impar tal que 4 divide ap — 1, consideramos el grupo no

abeliano de orden 4p con presentacion
XP=Y*=1 Y Xy =Xx"

conr* =1modp,r #1 mod py r? # 1 mod p. Este grupo es un producto semidirecto

Cp Xy C4 y 1o denotamos por Lyy,.
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Veamos que el elemento XY? de L4y tiene orden 2. Tenemos que XY = Y X", entonces XyY? =
(XY)Y = (YX")Y = Y(X"Y) = YYX"" = Y2X"". Ahora, (XY2)(XY?) = (v2x"")(v?x"") =
v2(x"°Y)Yx™ = v2(yx")yx"* = y3yx"' x"* = y*x("*+7*) porunlado, Y* = 1. Por otro
lado, X (r*+7%) = x7*("*+1) Veamos ahora que 2 + 1 es multiplo de p. Como r* = 1 mod p,
r* — 1 es multiplo de p. Tenemos r* — 1 = (r? + 1)(r? — 1) multiplo de p con p primo,
luego uno de los dos factores es multiplo de p. No puede ser 2 — 1 porque r? # 1 mod p.
Por lo tanto, 72+ 1 es multiplo de p y, en consecuencia, r* +r? también lo es.
Luego,X(T4+rz) es X elevado a un multiplo de p. Como X? = 1, x4 = 1. Asi que

(XY (xy?) = y*x(*+*) = 1.1 = 1y XY? tiene orden 2.

Tomamos como generadores del grupo XY? e Y, elementos de orden 2 y 4, respectivamente.
Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [2,4],{(=)}) y 8: A - Ly, definida por:

0(x;) = XY?,
0(xz) =Y,
6(e;) = YX7L,
0(c10) = 1.

Entonces 6 es un epimorfismo de A en Ly, I' = ker(8) es un grupo NEC de superficie y el

1

. . 1 1
dreareducidadeAes|Al"=1— ST T De manera que obtenemos

1
p(Lap) =1+ 0(Lap)IAI" =1+ 4p 7o 1tp

que es, precisamente, la férmula que proporciona May para el género real de esta familia de

grupos [16, Teorema 4].

Sumado a esto, May proporciona algunos grupos de género real par adicionales, pero solo

una cantidad finita para cada primo particular p.

-4.Cp X Lyy
Sea p un primo impar tal que 4 divide a p — 1 y sea n un entero positivo primo con 2p y tal
que n < p/2, consideramos el producto directo C,, X L,,.Sea A el generador de C,,, entonces

el elemento AY tiene orden 4n ya que n es primo con 2. Tomamos los elementos XY? y AY,

de orden 2 y 4n respectivamente, como generadores del producto directo Cy, X Lyp.

Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [2,4n], {(=)}) y 6: A > C,, X Ly, definida por:

0(x;) = XY?,
0(xz) = AY,
O(e;) = Alyx1,
0(c1p) = L
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Entonces 6 es un epimorfismo de A en C;, X Ly, I' = ker(8) es un grupo NEC de superficie

. . 1 1 1 1
y el areareducidade Aes|A|* =1 — ST T De manera que obtenemos

1 1
p(Cp X Lyp) =1+ 0(Cyp X Lyp) A" = 1 + 4pn (E_E) =1+p2n—1)

que es, precisamente, la formula que proporciona May para el género real de esta familia de

grupos [16, Corolario 6].
3.2.3. Grupos de orden impar

Por ultimo, May proporciona férmulas para el género real de familias de grupos C,, X G que
son producto directo del grupo ciclico C,, con determinados grupos finitos no abelianos G

de orden impar generados por dos elementos, con ny |G| coprimos.

1.C, X Ggp
Sea Cy, X Gg, el producto directo del grupo ciclico C, con el grupo no abeliano G4, de

orden gp, con q y p primos impares tales que q divide a p — 1 y n primo con gp. Sea A el

generador de C, y X e Y los generadores de G, satisfaciendo las relaciones:
At =XP =Y1=1, YIXY = X",

conr?=1modpyr #1 mod p.

Veamos que el elemento XY tiene ordenq. ComoY XY = X", tenemos XY =YX"
y (XY)? = (XY)XYXYXY --- XY = (YXT)XYXYXY .- XY = YXC+DYyXyXy ... Xy =
Y(XTHDY)XYXY - XY = Y(YXTHOD)XYXY - XY = Y24+ )y xy o xy = - =

Y@ D@ D@D ptr) yy _ y(q-1) y (@D +r@Dpiri1)y

Veamos que el exponente de X es multiplo de p. Si lo multiplicamos por (r — 1), queda
(r(q_l) +r@2 4y 1)(r —1) =r%—1 que es multiplo del primo p ya quer? =
1 mod p. Luego uno de los dos factores ha de ser multiplo de p. Como r — 1 no es multiplo
de p, dado quer # 1 mod p, se tiene que el otro factor es multiplo de p y, por lo
tanto, X (MO @ 4dr41) = 1 Luego, (XY)I =YW@ D.1.y=Y9=1y XY tiene
orden g. Ademds, se tiene que (XY)Y @1 = X(YY(q_l)) = XY = X.Luego los elementos Y

y XY, ambos de orden g, generan el grupo Gg,.

Veamos ahora que los elementos Y y AXY generan el grupoC, X Gg,. Se tiene
que (AXY)Y@ D = AXY? = AX, que tiene orden pn ya que p y n son coprimos, y (AX)? =

AP, Como p y n son coprimos, por la identidad de Bezout, existen dos enteros a y b tales
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quepa + nb = 1. Entonces, (AX)P% = AP* = A(="P) = A De igual forma, (AX)"’ =
xmb = x-pa) = x.

Tomamos Y y AXY, elementos de orden q y gqn respectivamente, como generadores
de C,, X Ggp. Sea A un grupo NEC con signatura (0,+,[q,qn],{(=)}) y 0:A - C, X Ggp

definida por:

0(x1) =Y,

0(x,) = AXY,
0(ey) = (YAXY)™,
0(c1p) = L

Entonces 6 es un epimorfismo de A en C, X Ggp,, I' = ker(8) es un grupo NEC de superficie

. . 1 1
y el areareducidade Aes|A|* =1 — p De manera que obtenemos

1 1
p(Cu X Gap) = 1+ 0(Co X Ggp) 141" = 1+ pqn (1 _E_q_n)

=14+p(@n—-—-n-1)

que es, precisamente, la férmula que proporciona May para el género real de esta familia de

grupos [16, Teorema 6]

En particular, paragq = 3,p primo impar tal que 3 divideap — 1y n primo con 3p, tenemos
p(Cn X G3p) =1+ p(2n—1)[16, Corolario 8].

Por ejemplo, conp = 7 tenemos p(C,, X G3.,) = 14n — 6 paran primo con 21.

2.C3n, X G3p
Sea p primo impar tal que 3 divide a p —1 y n primo con 3p, consideramos ahora la

familia 5, X G3,.Sea A el generador del grupo ciclico C3,,y X e Y los generadores del grupo

no abeliano G3,, satisfaciendo las relaciones:
ABn=XP=Y3=1,Y'XY =X,
conr3=1modpyr £ 1mod p.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de la familia C;, X G4, con g = 3, llegamos

a que el elemento XY tiene orden 3. Ademas, (XY)Y? = XY3 = X. Luego los elementos Y

y XY, ambos de orden 3, generan el grupo Gs,.

Veamos ahora que los elementos Y y AXY generan el producto directo C3, X G3y,. Se tiene

que (AXY)Y? = AXY?3 = AX, que tiene orden 3np ya que n y 3p son coprimos, y (AX)P =
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AP. Como p y 3n son coprimos, por la identidad de Bezout, existen dos enteros a y b tales
quepa + 3nb = 1. Entonces, (AX)P% = AP* = A(1=37D) = 4 De igual forma, (AX)3"? =
X3nb — X(l—pa) =X.

Tomamos Y y AXY, elementos de orden 3 y 3n respectivamente, como generadores
de C3, X G3p. Sea A un grupo NEC con signatura (0,+,[3,3n],{(-)}) y 0:A - C3, X G3,
definida por:

0(x;) =Y,
0(x,) = AXY,
0(ey) = (Y AXY)7L,

6(cio) = 1.

Entonces 6 es un epimorfismo de A en Csy, X Gz, I' = ker(8) es un grupo NEC de superficie
y el areareducidade Aes|Al* =1 — % - % De manera que obtenemos

1 1
p(Can X G3p) =1+ 0(Csp X Gap) [A]" =1+ 3n-3p (1 _5_5)

=14+3pBn—mn—-1)=1+3p(2n—-1)

que es, precisamente, la formula que proporciona May para el género real de esta familia
[16, Corolario 8].

3.C, X H3)p2

Sea p primo impar tal que 3 divide ap + 1, consideramos el grupo Hj,,2 con presentacion:
AB=XP=YP=1  XY=YX, A'XA=Y, AlvyA=Xx'v?

De las anteriores relaciones, se tiene que XA = AY,YA = AX~1y~1. Veamos que los

elementos AX y AY tienen orden 3:
(AX)3 = A(XA)(XA)X = AAYAYX = A2(YA)YX = A2(AX" Yy " Dyx

=AB3X 1y lyx =A% =1.
(AY)3 = A(YA)YAY = A(AX"Y"HYAY = A’X1(AY) = A2X~1(XA) = 1.

Veamos ahora si los elementos AX y AY generan el grupo Hjz.

(AY)(AX)?(AY)?(AX) = (AY)(AX)(AX)(AY)(AY)(4X)
= (AY)A(XA)XAY (AY)(4X) = (AY)A(AY)XAY (AY)(AX)
= (AY)AAY (XA)Y (AY)(AX)
= (AY)AAY (AY)Y(AY)(AX)
= (AY)A*>(YA)YY(AY)(AX) = (AV)A?(AX~ Y D)YY(AY)(AX)
= (AV)A3XYIYY(AY)(AX) = (AV)X Y (AY)(4AX) = (AV)X YXA(AX)
= (AY)X'XYA(AX) = (AY)YA(AX) = (XA)YA(AX) = X(AY)A(AX)
= XXAA(AX) = X?A3X = X3.
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Dado que 3 divide a p + 1, existe un entero k tal que 3k = p + 1. Luego,

((AY)(AX)2(AY)2(AX))" = (X3)k = X3k = x®+D = xPX = X,

Entonces,

(r-1)
|" T=axx® D =axr =4

(A () (4x)2(ar)? (ax))"

(r-1)72
|cax [(anwn?an?@o)|” | @ = a2ay =2y = v
Por tanto, los elementos AX y AY, ambos de orden 3, generan el grupo Hjpe.

Sea C, el grupo ciclico de orden n, con n primo con 3p, consideramos el producto
directo G, X Hgpe.

Sea B el generador de C,. Veamos que los elementos AY y BAX generan el producto

directo €, X Hgp,2. Tomamos BAX, como B tiene orden n y AX tiene orden 3, primos entre

si, por la identidad de Bezout, existen dos enteros a y b tales quena+ 3b = 1.
Entonces (BAX)3? = B30 (A4X)3? = BA"0)(4X)3" = B. Hemos generado el elemento B,
luego podemos generar AX con By BAX. AX y AY generan H3,2, B genera Cy, y ya tenemos

generado el producto.

Sea A un grupo NEC con signatura (0, +, [3,3n],{(=)}) y 6: A - C,, X H;,2 definida por:

0(x;) = AY,
0(x;) = BAX,

6(e;) = (AYBAX)™1,
0(crp) = L

Entonces 6 es un epimorfismo de A en C;, X H3,2,I' = ker(6) es un grupo NEC de superficie

. . 1 1
y el areareducidade Aes|A|* =1 — 37 De manera que obtenemos

. ,(. 1 1
p(Cou X Hyp2) =1+ 0(Cyu X Hap2) IA* =1+3n-p (1—§—§)
=1+4+p?(Bn-n-1)=1+p?>(2n-1)

que es, precisamente, la formula que proporciona May para el género real de esta familia
[16, Corolario 9].

Aplicando los resultados anteriores, se tiene:

Teorema 12 [16, Teorema 8] Sea p un primo impar. Si el entero positivo n es primo con 3p,

entonces existe al menos un grupo con género real 1 + p2(2n — 1).
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Corolario 1 [16, Corolario 10] Si p es un primo impar, entonces existe al menos un grupo

con género real 1 + p2.
3.2.4. Relacién de congruencias

A continuacién se muestran algunas de las congruencias obtenidas a partir de los resultados
de las secciones 3.2.1. y 3.2.2. Utilizando estas congruencias, junto con el resto de formulas
vistas, se han obtenido los valores de p hasta 10000 que se ha demostrado que forman parte

del espectro del género real.

Seccion 3.2.1. [Proposicidon 3]
- p=6k+4(m=3)

- p=20k + 8(m=25)

- p=42k+36(m=7)

- p= 10100k + 10000 (m = 101)

Seccién 3.2.2.

1.C, X¢ Cy

Con p = 3, tenemos p(C3 X Cn) = 2(n — 1), para n primo con 3 y multiplo de 4. Para que

n sea primo con 3, tiene que ser de laforman = 3t +16n =3t + 2.

Sin = 3t + 1 es multiplo de 4, entonces 3t es multiplo de 4 mas 3, luego t es multiplo de 4
mas 1y, por tanto, t = 4k + 1 yn = 3(4k + 1) + 1 = 12k + 4. De donde, p(C; X Cp) =
2(n—1) =2(12k + 3) = 24k + 6.

Sin = 3t + 2 es multiplo de 4, entonces 3t es multiplo de 4 mas 2, luego t es multiplo de 4
mas 2 y, por tanto, t = 4k + 2 y n = 3(4k + 2) + 2 = 12k + 8. De donde p(C; X Cp) =
2(n—1) =212k + 7) = 24k + 14.

- p=24k+6

- p= 24k + 14

Conp = 5, tenemos p(CS X Cn) = 4(n — 1), para n primo con 5 y multiplo de 8. Para que

n sea primo con 5, tiene que ser de laforman = 5t + rconr € {1,2,3,4}.

Sin =5t + 1 es multiplo de 8, entonces 5t es multiplo de 8 mas 7, luego t es multiplo de 8
mas 3y, por tanto, t = 8k + 3 yn = 5(8k + 3) + 1 = 40k + 16. De donde, p(Cs X Cp) =
4(n—1) = 4(40k + 15) = 160k + 60.
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Sin = 5t + 2 es multiplo de 8, entonces 5t es multiplo de 8 mas 6, luego t es multiplo de 8
mas 6 y, por tanto, t =8k + 6 y n = 5(8k + 6) + 2 = 40k + 32. De donde p(C5 X Cn) =
4(n—1) = 4(40k + 31) = 160k + 124.

Sin = 5t 4+ 3 es multiplo de 8, entonces 5t es multiplo de 8 mas 5, luego t es multiplo de 8
mas 1y, por tanto, t =8k + 1 yn = 5(8k + 1) + 3 = 40k + 8. De donde p(C; X Cp) =
4(n—1) = 4(40k + 7) = 160k + 28.

Sin = 5t 4+ 4 es multiplo de 8, entonces 5t es multiplo de 8 mas 4, luego t es multiplo de 8
mas 4 y, por tanto, t =8k +4yn = 5(8k +4) + 4 = 40k + 24. De donde p(CS X Cn) =
4(n—1) = 4(40k + 23) = 160k + 92.

- p= 160k + 28
- p= 160k + 60
- p = 160k + 92

- p = 160k + 124

Para cubrir todos los valores pares de p hasta 10000 se han hecho estos mismos calculos

con todos los primos hastap = 79.

2. Cp X Cn
Conp = 7,tenemos p(C; Xg C,) = 6(n—1),paran primo con 7 y multiplo de 9. Haciendo

calculos similares a los anteriores, se obtienen las siguientes congruencias:
p =378k +r,conr =48,102,156,210, 264, 318.

Conp = 13, tenemos p(Cy3 Xg C,) = 13(n— 1), para n primo con 13 y multiplo de 27.

Haciendo calculos similares a los anteriores, se obtienen las siguientes congruencias:
p =4212k +r,conr = 312,636,960,1284,1608,1932,2256,2580,2904,3228,3552,3876.

Para cubrir todos los valores pares de p hasta 10000 se han obtenido las congruencias
correspondientes a todos los primos p tales que 3 divide ap — 1 hastap = 79. Lo mismo

se ha hecho con cada uno de los demas grupos de las secciones 3.2.2.y 3.2.3.

4. EL ESPECTRO DEL GENERO REAL

En este capitulo se determinan los valores obtenidos con las sucesiones vistas en el capitulo
anterior, es decir, aquellos valores de p que se sabe que son género real de algin grupo y
que, por tanto, pertenecen al espectro del género real. Se estudian los valores que no han

aparecido con estas sucesiones y que quedan por determinar si son género real de algin
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grupo. Finalmente, se comparan los resultados obtenidos en este trabajo con los obtenidos

por May en su articulo Groups of even real genus [16].

Sea T el conjunto de enteros p = 1 para los cuales existe un grupo con género real p, con la
restriccion de que para p par, p ha sido obtenido con una de las férmulas vistas en la seccién
3.2. del capitulo anterior. Se define h(n) como el nimero de enteros del conjunto T menores
o iguales que n. A continuacién se muestra la tabla con la que May concluye el articulo de

los grupos con género real par [16].

Tabla 1: Enteros cubiertos

n h(n) n—h(n) mult.de 12 p+1

102 95 5 4 4
103 967 33 31 27
104 9.669 331 267 195
105 96.795 3.205 2.429 1.541
106 968.673 31.327 22.933 12.655

En la segunda columna de esta tabla, May indica el nUumero de enteros
p =1 que se sabe que pertenecen al espectro del género real hasta cierto entero n, indicado
en la primera columna, a esta cantidad la denota por h(n). En la tercera columna indica el
numero de valores que quedan por decidir si son género real de algiin grupo hasta n, en la
cuarta cuantos de ellos son multiplos de 12 y en la quinta cudntos son de la formap + 1, con
p primo. En particular, hasta n = 10.000 obtiene un total de 9.669 nimeros que son género
real de algtin grupo, de los cuales 5.000 son impares y los 4.669 restantes los ha obtenido a
partir de las sucesiones aritméticas vistas en la seccidn 3.2. del capitulo anterior. Quedan
por decidir si son género real de algin grupo 331 nimeros, de los cuales 267 son multiplos

de 12 y 195 son de la forma p + 1, con p primo.

Uno de los objetivos de este trabajo era determinar los valores de p que se obtienen con las
sucesiones aritméticas vistas en el capitulo anterior hasta n = 10.000 y estudiar aquellos

que no aparecen. Los valores no obtenidos son los siguientes:

2,12,24,72,84,108, 132, 168, 192, 228, 240, 360, 384, 392, 408, 420, 432, 492, 504, 552,
600, 648, 660, 684, 720, 744, 780, 840, 852, 864, 888,972,984, 1004, 1032, 1068, 1082, 1092,
1104,1122,1152,1164,1188,1224,1260,1320,1368,1412,1428,1488,1508,1512,1572,
1584,1620,1644,1680,1740,1752,1812,1824,1848,1872,1904, 1920, 2004, 2028, 2040,
2064,2088,2112,2124,2148,2184,2228,2232,2244,2340,2352, 2420, 2448, 2466, 2564,
2568,2592,2604, 2664,2688,2700,2712,2772,2784,2820, 2828, 2832, 2840, 2928, 2988,
3000,3012,3024,3044,3048,3084,3120,3152,3168,3192,3204,3224,3300,3348,3372,
3378,3408,3432,3468,3488,3492,3528, 3540, 3624, 3660, 3672,3768,3842,3852, 3860,
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3864,3884,3912,3924,3948,3972,3980,4008,4104,4128,4140,4184,4268,4272,4308,
4392,4440,4464,4472,4548,4560,4626,4644,4680,4704,4728,4752,4812,4872,4884,
4914,4920,4932,4944,4968,5004, 5028, 5040,5088,5100,5220,5268, 5288, 5304, 5352,
5360, 5388,5400,5472,5484,5508,5520,5568,5592, 5640, 5652, 5682, 5688,5700,5712,
5784, 5808, 5844, 5868, 5900, 5904, 5912, 5928, 5960, 6024, 6048, 6060, 6104, 6180, 6264,
6266,6288,6348,6360,6372,6432,6552,6564, 6594, 6600, 6660, 6720, 6740, 6804, 6828,
6864, 6888,6912,6930, 6948, 6984,7020,7044,7080,7104,7128,7170,7184,7188,7212,
7224,7248,7308,7332,7340,7368,7464,7488,7524,7532,7560,7572,7584,7692,7704,
7728,7812,7850,7884,7908,7920,7940,7968,7980,8004, 8064,8084,8112,8120,8132,
8172,8178,8208,8232,8280,8292,8304, 8388,8400, 8424, 8448, 8484,8504, 8544, 8552,
8592, 8640, 8664,8748,8760,8768,8784,8792,8808, 8810, 8832, 8844, 8868, 8882, 8928,
8952,8964,8994,9000,9048,9072,9132,9168,9186,9240,9252,9312,9324,9330, 9380,
9420,9426,9428,9432,9480,9492,9524,9540,9572,9618,9624,9648,9672,9720,9732,
9744,9792, 9804, 9840, 9888, 9912, 9924 y 9960.

De ellos, son multiplo de 12 los siguientes:

12, 24,72, 84,108, 132, 168, 192, 228, 240, 360, 384, 408, 420, 432, 492, 504, 552, 600,
648, 660, 684, 720, 744, 780, 840, 852, 864, 888,972,984, 1032, 1068,1092,1104, 1152, 1164,
1188,1224,1260,1320,1368,1428,1488,1512,1572,1584,1620, 1644, 1680,1740, 1752,
1812,1824,1848,1872,1920,2004,2028,2040,2064,2088,2112,2124,2148,2184, 2232,
2244,2340,2352,2448,2568,2592,2604, 2664, 2688,2700,2712,2772,2784, 2820, 2832,
2928, 2988,3000,3012,3024, 3048,3084,3120,3168,3192, 3204, 3300, 3348,3372, 3408,
3432,3468,3492,3528,3540,3624,3660,3672,3768,3852,3864,3912,3924,3948,3972,
4008,4104,4128,4140,4272,4308,4392,4440,4464,4548,4560,4644,4680,4704,4728,
4752,4812,4872,4884,4920,4932,4944,4968,5004, 5028, 5040,5088,5100, 5220, 5268,
5304,5352,5388,5400,5472,5484,5508,5520,5568, 5592, 5640, 5652, 5688, 5700, 5712,
5784, 5808, 5844, 5868,5904, 5928, 6024, 6048, 6060, 6180, 6264, 6288, 6348, 6360, 6372,
6432,6552,6564,6600,6660,6720,6804, 6828, 6864, 6888, 6912, 6948, 6984, 7020, 7044,
7080,7104,7128,7188,7212,7224,7248,7308,7332,7368,7464,7488,7524,7560,7572,
7584,7692,7704,7728,7812,7884,7908,7920, 7968, 7980, 8004, 8064,8112,8172, 8208,
8232,8280,8292,8304, 8388,8400, 8424, 8448, 8484, 8544, 8592, 8640, 8664, 8748,8760,
8784,8808,8832,8844, 8868, 8928,8952,8964,9000,9048,9072,9132,9168,9240,9252,
9312,9324,9420,9432,9480,9492,9540,9624,9648,9672,9720,9732,9744,9792,9804,
9840, 9888,9912, 9924 y 9960.
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Y de la forma p + 1, con p primo:

12, 24,72, 84,108,132, 168, 192, 228, 240, 360, 384, 420, 432, 492, 504, 600, 648, 660,
684,720,744,840,864,888,972,984,1032,1092,1104,1152,1164,1188,1224,1260, 1320,
1368,1428,1488,1512,1572,1584,1620,1812, 1824, 1848,1872,2004, 2028, 2040, 2064,
2088,2112,2244,2340,2352,2448,2592,2664, 2688,2700,2712,2820,2928,3000,3012,
3024,3084,3120,3168,3192,3204, 3300, 3348,3372,3408, 3468,3492,3528, 3540, 3624,
3660,3672,3768,3852,3864,3912,3924,3948,4008,4128,4140,4272,4392,4464, 4548,
4644,4680,4704,4752,4872,4920,4932,4944,4968, 5004, 5040,5088,5100,5304, 5352,
5388,5400,5472,5484,5508,5520,5592,5640,5652,5712,5784, 5808, 5844, 5868, 5904,
5928, 6048, 6264, 6288, 6360,6552,6564, 6600, 6660, 6720, 6804, 6828, 6864, 6912, 6948,
6984,7020,7044,7080,7104,7128,7188,7212,7248,7308,7332,7488,7524,7560, 7584,
7692,7704,7728,7884,7908,7920,8112,8172,8232,8292,8388,8424, 8448, 8544, 8664,
8748,8784,8808,8832,8868,8952,8964,9000,9240,9312,9324,9420,9432,9480, 9492,
9540, 9624, 9720, 9744, 9792, 9804, 9840, 9888 y 9924.

Efectivamente, hay un total de 331 valores que no aparecen en las sucesiones aritméticas
hastan = 10.000, de los cuales 267 son multiplos de 12, y 195 son de la formap + 1, con p

primo, las mismas cantidades que obtiene May en [16].

Los 331 valores no obtenidos se pueden desglosar directamente segtin su resto modulo 12.
Hay 64 valores que no son multiplos de 12, los cuales tienen resto 2, 6 u 8, dado que en la
seccion 3.2.1. se descartan los de resto 4 y 10 en la congruencia p = 6k + 4. Enlatabla 2 se

muestran los valores de p que no son multiplos de 12 junto con su resto médulo 12.

Existe un parametro analogo al género real llamado género imaginario, 6(G), para
superficies no orientables sin borde. En [3] se comparan ambos pardmetros y se observa
que para muchos grupos se tiene 6(G) = p(G) + 1. Casi todos los nimeros hasta 10000 son
6(G) para algin grupo. Por desgracia, sip = 12t, p = 12t + 6 6 p = 12t + 8, el grupo que
conocemos con 6(G) = p + 1 no satisface la relacion 6(G) = p(G) + 1, véanse [2] y [3]. En
cambio, si p = 12t + 2 la situacidn es distinta. Tenemos los siguientes valores de p con resto
2 moédulo 12: 2, 1082, 3842, 6266, 7850, 8810 y 8882. Sabemos que 2 no es género real de
ningun grupo. Para p =1082,3842,7850,8810,8882 no se sabesip + 1es4(G) paraalgin
grupo. Sin embargo, para p = 6266 si. Existe un grupo G tal que 3(G) = 6267. Vamos a ver
que este grupo cumple p(G) = 6266. Es mas, todos los p de la forma p = 60k + 26 los
obtenemos con la familia de grupos Gy = C5 X Cgy16x que May no incluyo.
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Tabla 2: Resto de p médulo 12

p resto p resto
2 2 5912 8
392 8 5960 8
1004 8 6104 8
1082 2 6266 2
1122 6 6594 6
1412 8 6740 8
1508 8 6930 6
1904 8 7170 6
2228 8 7184 8
2420 8 7340 8
2466 6 7532 8
2564 8 7850 2
2828 8 7940 8
2840 8 8084 8
3044 8 8120 8
3152 8 8132 8
3224 8 8178 6
3378 6 8504 8
3488 8 8552 8
3842 2 8768 8
3860 8 8792 8
3884 8 8810 2
3980 8 8882 2
4184 8 8994 6
4268 8 9186 6
4472 8 9330 6
4626 6 9380 8
4914 6 9426 6
5288 8 9428 8
5360 8 9524 8
5682 6 9572 8
5900 8 9618 6

Sea B el generador del grupo ciclico C5 y A el generador del grupo ciclico Cg 16z,

consideramos el producto semidirecto G, = Cs X Cg416x CON presentacion:

B> = AB*16% = 1,BA = AB>.

Veamos que el elemento BA2**¥ tiene orden 4.
(BA2+4k)2 — (BA2+4k)(BA2+4k) = A2+4k 2@t p potak _ p2+akpa-16kp g2+4k
Dado que 4 - 16* (mod 5) = 4 - 1% (mod 5) = —1 (mod 5), se sigue que

A2+4kB4~16kBA2+4-k — A2+4-kB—1BA2+4-k — A4+8k de orden 2.
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Luego, el elemento BA%**¥ tiene orden 4.

Tomamos como generadores del grupo Gy los elementos BA?*** y A, de orden 4y 8 + 16k
respectivamente. Sea A un grupo NEC con signatura (0, +,[4,8 + 16k],{(—)}) y 6 : A - Gy
definida por:

9(x1) — BA2+4k,

e(xz) = A,
9(61) — A5+12kB_1,
9(6'1’0) =1

Entonces 6 es un epimorfismo de A en G, ' = ker(8) es un grupo NEC de superficie y el

dreareducidade Aes |A]" = ::Ei . De manera que obtenemos
p(G) = 1+ 0(GIAI" = 1+ (40 + 80k) (3227) = 60k + 26.

Hemos visto, por tanto, que hay un valor de p hasta 10000 que si pertenece al espectro del
género real que May no contempla en su articulo, p = 6266. En este trabajo se ha estudiado
el espectro del género real hastan = 10%, es posible que con la familia G, se cubra algin
valor mas hastan = 10° que May no haya contemplado. Ademas, observamos que no todos
los valores de p que no aparecen son multiplos de 12 ni de la forma p + 1 con p primo, de
hecho en la Tabla 1 se ve que cuanto mayor es n, la proporciéon de multiplos de 12 yde p =

p + 1 con p primo se reduce.

Una linea de estudio futura podria ser ver qué ocurre con los otros cinco valores con resto
2 modulo 12: 1082, 3842, 7850, 8810 y 8882, dado que para estos valores de p no se sabe

si p es género real de algiin grupo, nisi p + 1 es género imaginario de algun grupo.
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